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概要

数論変換とは素数 q に対して Z/qZ上で定義される高速フーリエ変換である．整数係数多項式
の乗算を最も高速に計算することができる手法として知られていて，近年では耐量子計算機暗号

の高速化などに用いられる．特に多項式を再帰的に 2分割することによって変換結果を得るアル

ゴリズムを 2基数の数論変換という．本講演では整数 r ≥ 1に対して基数が 2r の数論変換を実

装し，乗算の回数や実行時間を比較し，基数 2の数論変換が最も高速であるということを示す．

1 導入

近年，計算機の発展やセキュリティ意識の向上によって，従来よりも複雑な暗号方式が求められて

いる．そのなかでも代表的な暗号方式として，格子暗号がある．格子暗号の中には，現在用いられて

いる暗号方式よりも安全と考えられている耐量子計算機暗号 [4][5][8]や，暗号化したまま演算を可能

にする準同型暗号等 [1][3]があり，盛んに研究が行われている．しかし，暗号を計算するために多項

式同士の乗算を多用するため，実行時間が大きくなるという欠点を抱えている．多項式同士の乗算を

高速に行うために高速フーリエ変換 [2]や数論変換 [7]というアルゴリズムが用いられる．

高速フーリエ変換とは，C上の多項式を再帰的に分割することで，多項式同士の乗算を計算しやす
い形に変形するアルゴリズムである．(n− 1)次多項式同士の積を素朴に計算する場合，係数同士の

乗算はO(n2)回発生するが，2分割の高速フーリエ変換を用いることで，O(n log n)回まで減らすこ

とができる．特に，高速フーリエ変換の計算に必要な乗算の回数は n
2 log2 n回である．さらに，4分

割の高速フーリエ変換 [9]を用いることで，乗算回数は 3n
8 log2 nまで減少する．しかし，計算機で

実装した場合は丸め誤差が発生する．

数論変換 [7]とは，Z/qZ上の多項式を高速フーリエ変換と同様の操作で変形するアルゴリズムで
ある．こちらは小数を扱わないので誤差が生じることなく計算できる．また，2分割では係数同士の

乗算の回数を n
2 log2 n回まで減らすことができる．しかし，4分割の数論変換 [6]は虚数単位が使え

ない関係で， 5n
4 log4 n = 5n

8 log2 n回の乗算を必要とする．高速フーリエ変換と同じ回数にはならな

いが，疑似的な複素数を導入し並列化することで，理論的には ( 38n log2 n+ n
2 )回程度の乗算と同じ

程度の時間で計算することができる．

本研究では整数 r ≥ 1に対し，2r 分割の数論変換の乗算回数を計算し，実際に多項式を計算する

際に最適な分割数を求める.
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2 高速フーリエ変換

2.1 離散フーリエ変換

定義 1 (離散フーリエ変換). f を C上の (n− 1)次多項式，ωを Cの原始 n乗根とする．このとき，

f̂(t) =
n−1∑
i=0

f(ωi)ti

で定義される C上の (n− 1)次多項式を f の離散フーリエ変換と呼ぶ．

定義 2 (離散フーリエ逆変換). f̂ を C上の (n− 1)次多項式とする．このとき，

f(x) =
1

n

n−1∑
i=0

f̂(ω−i)xi

で定義される C上の (n− 1)次多項式を f̂ の離散フーリエ逆変換と呼ぶ．

注 3. 離散フーリエ逆変換は原始 n乗根 ω−1 を用いた離散フーリエ変換を nで割ったものと考える

ことができる，

本章の離散フーリエ (逆)変換で用いられる n, ωは特に断りのない限り固定されているものとする．

定理 4. C上の (n− 1)次多項式 f(x) =
∑n−1

i=0 aix
i の離散フーリエ変換を f̂ とする．このとき，f̂

の離散フーリエ逆変換は f となる．

証明は省略する．

2.2 多項式の乗算

多項式の乗算を求めるのに必要な係数同士の積の回数について述べる．n,mを正の整数，K を体

として，K 上の多項式 f(x) =
∑n

i=0 aix
i と g(x) =

∑m
j=0 bjx

j の積を求める．このとき，各係数同

士の積を一つずつ計算すると，

f(x) · g(x) =
n∑

i=0

m∑
j=0

aibjx
i+j

となり，K 上の乗算の回数は O(nm)となる．

次に，多項式の乗算と離散フーリエ変換の関係について述べる．K 上の多項式 f(x) =
∑n

i=0 aix
i

に対して，V (f) := (a0, a1, . . . , an)，a = (a0, a1, . . . , an) ∈ Kn+1 に対して, F (a)(x) :=
∑n

i=0 aix
i

と定義する．

定理 5. f(x) =
∑n−1

i=0 aix
i, g(x) =

∑n−1
j=0 bjx

j を C 上の (n − 1) 次多項式とし，f の離散フーリ

エ変換を f̂，g の離散フーリエ変換を ĝ とする．このとき，F (V (f̂) ⊗ V (ĝ))(x) は f(x) · g(x) を
(xn − 1)で割った余りの離散フーリエ変換と等しい．



証明. V (f̂)⊗ V (ĝ)の i番目の成分を計算する．V (f̂)の i番目の成分を f̂i，V (ĝ)の i番目の成分を

ĝi とする．

f̂i · ĝi =
n−1∑
j=0

fjω
ij

n−1∑
k=0

gkω
ik

=

n−1∑
j=0

n−1∑
k=0

ωi(j+k)fjgk

=

n−1∑
l=0

ωil
l∑

m=0

fmgl−m +

2n−2∑
l=n

ωil
n−1∑

m=l−n+1

fmgl−m

=

n−1∑
l=0

ωil
l∑

m=0

fmgl−m +

n−2∑
l=0

ωil
n−1∑

m=l+1

fmgl+n−m

=

n−1∑
l=0

ωil

(
l∑

m=0

fmgl−m +

n−1∑
m=l+1

fmgl+n−m

)
(1)

次に，f(x) · g(x)を (xn − 1)で割った余りを計算する．

f(x) · g(x) =
n−1∑
l=0

l∑
m=0

fmgl−mxl +

2n−2∑
l=n

n−1∑
m=l−n+1

fmgl−mxl

=

n−1∑
l=0

l∑
m=0

fmgl−mxl +

n−2∑
l=0

n−1∑
m=l+1

fmgl+n−mxl+n

(xn − 1)で割って整理すると以下のようになる．

n−1∑
l=0

xl

(
l∑

m=0

fmgl−m +

n−1∑
m=l+1

fmgl+n−m

)
mod (xn − 1) (2)

(1)，(2)より，F (V (f̂)⊗ V (ĝ))(x)は f(x) · g(x)を (xn − 1)で割った余りの離散フーリエ変換と等

しい．

原始 n乗根 ωの累乗が事前に計算されていると仮定する．成分ごとの乗算はO(n)だが，離散フー

リエ変換を素朴に計算すると，乗算が O(n2)回発生する．次節以降で解説する高速フーリエ変換を

用いることで離散フーリエ変換を O(n log n)回の乗算で計算することができ，多項式の乗算全体に

必要な C上の乗算も O(n log n)回となる．

2.3 基数 2の高速フーリエ変換

離散フーリエ変換の計算を高速化する手法として高速フーリエ変換 [2]が知られている．

nを 2の累乗，ω を Cの原始 n乗根とする．C上の (n − 1)次多項式 f(x) =
∑n−1

i=0 aix
i に対す



る離散フーリエ変換後の j 次の項の係数を âj とする．âj を 2分割する．

âj =

n−1∑
i=0

aiω
ij

=

n/2−1∑
i=0

a2iω
2ij +

n/2−1∑
i=0

a2i+1ω
(2i+1)j

=

n/2−1∑
i=0

a2i(ω
2)ij︸ ︷︷ ︸

(n/2−1) 次多項式の離散フーリエ変換

+ωj

n/2−1∑
i=0

a2i+1(ω
2)ij︸ ︷︷ ︸

(n/2−1) 次多項式の離散フーリエ変換

ω2 は原始 (n/2)乗根なので，前半は a2i (0 ≤ i ≤ n/2− 1)を i次の係数とした (n/2− 1)次多項

式の離散フーリエ変換の j 次の係数，後半は a2i+1 (0 ≤ i ≤ n/2− 1)を i次の係数とした (n/2− 1)

次多項式の離散フーリエ変換の j 次の係数に ωj をかけたものとなっている．

ωn/2 = −1なので，j = 0, 1, . . . , n/2− 1に対して，
âj =

n/2−1∑
i=0

a2i(ω
2)ij + ωj

n/2−1∑
i=0

a2i+1(ω
2)ij

âj+n/2 =

n/2−1∑
i=0

a2i(ω
2)ij − ωj

n/2−1∑
i=0

a2i+1(ω
2)ij

(3)

となる．

以上のことから，(n− 1)次多項式の離散フーリエ変換を求めるためには，(n/2− 1)次多項式の離

散フーリエ変換を 2つと n/2回の乗算を計算すればよい．0次多項式の離散フーリエ変換は恒等写

像となるので，ωの累乗が事前に計算されていると仮定すると，全体の乗算回数は n
2 log2 n回の乗算

で離散フーリエ変換を計算できる．つまり O(n log n)回の乗算で済むため，素朴な多項式の積や離

散フーリエ変換よりも高速に計算できることがわかる．

定義 6 (基数 r の高速フーリエ変換). 多項式を r 分割する操作を再帰的に繰り返して離散フーリエ

変換を求める手法を基数 r の高速フーリエ変換と呼ぶ．

本節で述べたのは基数が 2の高速フーリエ変換である．

2.4 基数 4の高速フーリエ変換

基数 4の高速フーリエ変換 [9]について解説する．

nを 4の累乗，ω = e
2πi
n とする．C上の (n − 1)次多項式 f(x) =

∑n−1
i=0 aix

i に対する離散フー

リエ変換後の j 次の項の係数を âj とする．âj を 4分割する．



âj =

n−1∑
i=0

aiω
ij

=

n/4−1∑
i=0

a4iω
4ij +

n/4−1∑
i=0

a4i+1ω
(4i+1)j +

n/4−1∑
i=0

a4i+2ω
(4i+2)j +

n/4−1∑
i=0

a4i+3ω
(4i+3)j

=

n/4−1∑
i=0

a4i(ω
4)ij︸ ︷︷ ︸

(n/4−1) 次多項式の離散フーリエ変換

+ωj

n/4−1∑
i=0

a4i+1(ω
4)ij︸ ︷︷ ︸

(n/4−1) 次多項式の離散フーリエ変換

+ ω2j

n/4−1∑
i=0

a4i+2(ω
4)ij︸ ︷︷ ︸

(n/4−1) 次多項式の離散フーリエ変換

+ω3j

n/4−1∑
i=0

a4i+3(ω
4)ij︸ ︷︷ ︸

(n/4−1) 次多項式の離散フーリエ変換

(4)

ω4 は原始 (n/4) 乗根なので，4 つの (n/4 − 1) 次多項式の離散フーリエ変換に分かれている．

ω = e
2πi
n なので，ωn/4 = i, ωn/2 = −1, ω3n/4 = −iである．したがって，j = 0, 1, . . . , n/4− 1に

対して， 

âj =

n/4−1∑
i=0

a4i(ω
4)ij + ωj

n/4−1∑
i=0

a4i+1(ω
4)ij

+ ω2j

n/4−1∑
i=0

a4i+2(ω
4)ij + ω3j

n/4−1∑
i=0

a4i+3(ω
4)ij

âj+n/4 =

n/4−1∑
i=0

a4i(ω
4)ij + iωj

n/4−1∑
i=0

a4i+1(ω
4)ij

− ω2j

n/4−1∑
i=0

a4i+2(ω
4)ij − iω3j

n/4−1∑
i=0

a4i+3(ω
4)ij

âj+n/2 =

n/4−1∑
i=0

a4i(ω
4)ij − ωj

n/4−1∑
i=0

a4i+1(ω
4)ij

+ ω2j

n/4−1∑
i=0

a4i+2(ω
4)ij − ω3j

n/4−1∑
i=0

a4i+3(ω
4)ij

âj+3n/4 =

n/4−1∑
i=0

a4i(ω
4)ij − iωj

n/4−1∑
i=0

a4i+1(ω
4)ij

− ω2j

n/4−1∑
i=0

a4i+2(ω
4)ij + iω3j

n/4−1∑
i=0

a4i+3(ω
4)ij

(5)

となる．計算機を用いる場合，虚数単位 iは複素数の実部と虚部の入れ替えと符号反転のみで表現で



きるので，乗算は必要ない．したがって，âj , âj+n/4, âj+n/2, âj+3n/4 の計算で発生する乗算は

ωj

n/4−1∑
i=0

a4i+1(ω
4)ij , ω2j

n/4−1∑
i=0

a4i+2(ω
4)ij , ω3j

n/4−1∑
i=0

a4i+3(ω
4)ij

の 3回である．

以上のことから，(n− 1)次多項式の離散フーリエ変換を求めるためには，(n/4− 1)次多項式の離

散フーリエ変換を 4回と 3n/4回の乗算を計算すればよい．0次多項式の離散フーリエ変換は恒等写

像となるので，全体の乗算回数は 3
4n log4 n = 3

8n log2 n回となり，基数 2の高速フーリエ変換から

減少していることがわかる．

3 数論変換

本章では q を素数，ω を Z/qZの原始 n乗根とする．

3.1 基数 2の数論変換

定義 7 (数論変換). f を Z/qZ上の (n− 1)次多項式とする．このとき，

f̂(t) =

n−1∑
i=0

f(ωi)ti

で定義される Z/qZ上の (n− 1)次多項式を f の数論変換と呼ぶ．

数論逆変換も離散フーリエ逆変換と同様に定義でき，多項式の乗算も同じ乗算回数で実現できる．

また，数論変換も高速フーリエ変換と同様のアルゴリズムで高速化することができる．

n を 2 の累乗とする．Z/qZ 上の (n − 1) 次多項式 f(x) =
∑n−1

i=0 aix
i に対する数論変換後の j

次の項の係数を âj とする．âj を離散フーリエ変換と同様に 2 分割すると，ωn/2 = −1 なので，

j = 0, 1, . . . , n/2− 1に対して，(3) となる．したがって，基数 2の高速フーリエ変換と同様，Z/qZ
上の乗算が n

2 log2 n回発生する．

定義 8 (基数 r の数論変換). 多項式を r 分割する操作を再帰的に繰り返して数論変換を求める手法

を基数 r の数論変換と呼ぶ．

本節で述べたのは基数 2の数論変換である．

3.2 基数が 4の数論変換

基数 4の数論変換 [6]について解説する．

nを 4の累乗とする．C上の (n− 1)次多項式 f(x) =
∑n−1

i=0 aix
i に対する数論変換後の j 次の項

の係数を âj とする．âj を 4分割すると，数論変換と同様 (4)となり，ω4 は原始 (n/4)乗根なので，

4つの (n/4− 1)次多項式の数論変換に分かれている．ωn/2 = −1なので，j = 0, 1, . . . , n/4− 1に

対して，(5)の iを ωn/4 に置き換えた式を得る．基数 4の高速フーリエ変換とは異なり，虚数単位



を用いた乗算の省略ができない．したがって，âj , âj+n/4, âj+n/2, âj+3n/4 の計算で発生する乗算は，

高速フーリエ変換と同じ

ωj

n/4−1∑
i=0

a4i+1(ω
4)ij , ω2j

n/4−1∑
i=0

a4i+2(ω
4)ij , ω3j

n/4−1∑
i=0

a4i+3(ω
4)ij

の 3回と，

ωn/4 · ωj

n/4−1∑
i=0

a4i+1(ω
4)ij , ωn/4 · ω3j

n/4−1∑
i=0

a4i+3(ω
4)ij

の 2回を合わせた 5回である．

以上のことから，(n − 1)次多項式の数論変換を求めるためには，(n/4 − 1)次多項式の数論変換

を 4回と 5n/4回の Z/qZ上の乗算を計算すればよい．全体の乗算回数は 5
4n log4 n = 5

8n log2 n回

の乗算となり，基数 2の数論変換と比較すると増加していることがわかる．

次に，複素数のように，ωn/4 の乗算を省略できる形で値を保持する方法を考える．複素数は実部

と虚部で分けて値を保持しているため，虚数単位との乗算は実部と虚部の入れ替えと符号の反転のみ

で対応することができる．そこで，数論変換の計算過程では，以下で定義する疑似複素数形式で値を

保持しておき，最後に Z/qZに変換するという操作を考える．

定義 9 (疑似複素数). a ∈ Z/qZに対して，

b+ c · ωn/4 = a

をみたす (b, c) ∈ (Z/qZ)2 を aの疑似複素数と呼ぶ．

ωn/4 のスカラー倍に関しては複素数における i倍のように扱うことができるため，

ωn/4(b, c) = (−c, b)

と計算でき，乗算を省略することができる．これにより，

ωn/4 · ωj

n/4−1∑
i=0

a4i+1(ω
4)ij , ωn/4 · ω3j

n/4−1∑
i=0

a4i+3(ω
4)ij

で発生した 2回の ωn/4 倍を乗算なしで計算できる．

以上を踏まえると，疑似複素数を用いた基数 4の数論変換で発生するスカラー倍は，基数 4の高速

フーリエ変換の乗算回数と等しく， 3
8n log2 n回となる．しかし，スカラー倍演算 1回で Z/qZ上の

乗算が 2回発生するため，Z/qZ上の乗算は 3
4n log2 n回となり，基数 2, 4の数論変換よりも演算回

数が大きくなるということになる．

また，疑似複素数の数論変換は係数が疑似複素数のままなので，Z/qZに変換するためには係数ご
とに 1回の Z/qZ上の乗算をする必要がある．したがって，全体では ( 34n log2 n+ n)回の乗算を必

要とする．

しかし，疑似複素数を用いた数論変換は並列性に優れていると考えられる．疑似複素数の演算は成

分ごとに計算することになるため，同時に計算しても干渉することがない．また，スカラー倍は同じ



値を各成分に掛けるため，それぞれ異なる値を掛けるよりもメモリ効率が良いと考えられる．また，

最後の Z/qZに戻す過程で発生する乗算も，掛ける値が ωn/4 と一定で，各乗算に依存性がないので，

スカラー倍と同様に並列性に優れていると考えることができる．したがって，2成分のスカラー倍を

並列に処理できる環境では，理想的には ( 38n log2 n+ n
2 )回の乗算と同等の時間で計算できるという

ことになる．

4 主結果

前章の疑似複素数を用いた基数が 4の数論変換と同様の手法で，整数 r ≥ 1に対して，基数が 2r

の数論変換を実装する．

定義 10 (拡張した疑似複素数). a ∈ Z/qZに対して，

b0 +

2r−1−1∑
i=1

bi · (ωn/2r )i = a

をみたす (b0, b1, . . . , b2r−1−1) ∈ (Z/qZ)(2r−1−1) を aの基数 2r 用に拡張された疑似複素数と呼ぶ．

基数 2r 用に拡張された疑似複素数を値として保持する基数が 2r の数論変換を考える．．nを 2r の

累乗とする．

âj =

n−1∑
i=0

aiω
ij

=

2r−1∑
k=0

n/2r−1∑
i=0

a2ri+kω
(2ri+k)j



=

n/2r−1∑
i=0

a2ri(ω
2r )ij︸ ︷︷ ︸

(n/2r−1) 次多項式の数論変換

+
2r−1∑
k=1

ωkj

n/2r−1∑
i=0

a2ri+1(ω
2r )ij︸ ︷︷ ︸

(n/2r−1) 次多項式の数論変換


この式で乗算が発生するのは後半の ωkj の乗算部分である．基数 4 の数論変換と同様に，j =

0, 1, . . . , n/2r − 1に対して âj , âj+n/2r , . . . , âj+(2r−1)n/2r を考えると，

ωj

n/2r−1∑
i=0

a2ri+1(ω
2r )ij , ω2j

n/2r−1∑
i=0

a2ri+2(ω
2r )ij , . . . , ω(2r−1)j

n/2r−1∑
i=0

a2ri+2r−1(ω
2r )ij

の (2r − 1)回の乗算と，

ωn/2r · ωj

n/2r−1∑
i=0

a2ri+1(ω
2r )ij

のような，ωn/2r の累乗の乗算が複数回必要となるが，後者の乗算は拡張された複素数によって，成

分のシフトと符号の反転のみで実現できる．乗算回数を数えると，数論変換での疑似複素数のスカ

松川寿人
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ラー倍が (2r−1)n
2r log2r n = (2r−1)n

r·2r log2 n回ということになる．したがって，Z/qZ上の乗算の回数
は 2r−1(2r−1)n

r·2r log2 n 回である．また，基数 2r 用に拡張した疑似複素数を Z/qZ に戻す際の Z/qZ
上の乗算の回数は n(2r−1 − 1)回となり，全体での乗算回数は 2r−1(2r−1)n

r·2r log2 n + n(2r−1 − 1)で

ある．これは rに関して単調に増加するため，基数が 2の数論変換が乗算の回数において最適である

とわかる．ただし，スカラー倍の乗算を全て並列に処理できる環境では 1
2r−1 倍の時間で数論変換を

求めることができる．このとき，nと r の値次第では乗算にかかる時間を減らすことができる．
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